VERIFICACION DE PROGRAMAS




INTRODUCCION

® Un error en el programa puede ser muy
costoso:
* a nivel econdmico

e 3 nivel de vidas humanas
o

Es importante disponer de métodos que
permitan comprobar que un programa cumple
las especiticaciones con que fue disenado.



INTRODUCCION

~ VERTEICAGIONNYENPROEGRAWIAS S 171150 - o -
que permiten Comprobar de manera automatica
0 semiautomatica que cierto programa cumple
con las especificaciones, es decir, hace lo que se

espera de el, sin cometer nunca errores.



INTRODUCCION

Para poder comprobar que un programa es
correcto vamos a:

1. Detinir un lenguaje de programacion
2. Establecer con precision su semantica

LOGICA DE HOARE

3. Utilizar un metodo deductivo para la logica

de Hoare y aplicarlo a la verificacion de
programas.



SINTAXIS

@® Definimos un pequeno lenguaje que solo tiene 3
instrucciones y 2 tipos de datos (enteros, booleanos).

matemtica E :==n|x|(=E)[(E + E)|(E —E)|(E*E)
expresion B _ trye|false [1B | (B & B) | (B| B) | (E == E) | (E != E)

booleana

instruccion O .== X:= E | If B then< (S)[else (S)]\ while Bto (S)|S;S
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SINTAXIS

@ Dado el conjunto de variables que aparecen en un programa,
un estado viene dado por la asignacion de un valor a cada una
de las variables.

Ejemplo: Si las variables son x, 1 y fact

{leO/\i =4 A fact=24}

=4

NOTA: cualquier expresion logica representa un
estado o un conjunto de estados.

T}
L



SINTAXIS

@ Dado un lenguaje que expresa los estados de un sistema y un
lenguaje de programacion , definimos un nuevo lenguaje
formado por ternas de la forma:

{precondici 6n }(instruccion){postcondicion}
EJEMPLO: {i=4}i==i+1){i=5]
i>0)(i=i+1){i>1}

NOTA: cuando tenemos una terna de Hoare en que el programa no esta
definido todavia, se dice que tenemos una especificacion del programa,

dado que solo se indica cuales son los requisitos que debe cumplir el
programa.

{x > 0}(S){ fact = x!}



SINTAXIS

Queremos expresar que cualquiera que sea el valor inicial de 1, la
instruccion i:=1 +1 hace q el valor de esta variable aumente en una unidad.

Tii=i+D{i=i+1} NO

Va,{i=afi=i+1){i=a+1}

La variable & que no aparece en la instruccion (no forma parte del

programa) se denomina variable logica y sirve para relacionar la
precondicion con la postcondicion. Las variables de programa son las que
aparecen en la instruccion S.

{i — a}(i — | _|_]_) {i — a -|-]_} Se omite el cuantificador
universal



SEMANTICA

@ Una terna de Hoare, {p}(S)iq} puede considerarse una proposicion y
por tanto es posible asignarle un valor de verdad. Decimos que una
terna de Hoare es cierta si todo sistema que parte de un estado
(cualquiera) que satistace p pasa a un estado que satistace a q.

= 1PJ(S)1a)

Esta propiedad, denominada correccion total, es muy importante en la
practica, pues la verificacion del programa S consiste precisamente en
demostrar que siempre que el sistema satistace ciertas condiciones (p) la
ejecucion de S hace que se satistaga la condicion que nos interesa (q).

= 1 =4)(i=i+1){i =5}




SEMANTICA

@ La correccion parcial significa que si un sistema que se encuentre en
un estado que satisface la condicion p, ejecuta el programa S, si el
programa termina, llega al estado q.

= . 1PI(S){a)

Nota: Un programa que no termina nunca siempre es parcialmente correcto
(para toda p y toda q), pero nunca es totalmente correcto.

—__Ap}(while truedo (i:=0)){q}

— par

£ ApJ(while true do (i := 0)){q}

=t L{(S){a) =t PIONT}




SEMANTICA

@ En la practica, demostrar la correccion total directamente suele ser
bastante complicado. En estos casos, podemos resolver el problema
dividiendolo en dos subtareas:

1. Demostrar que el programa, si termina, llega a g (correccion
parcial), y

2. Demostrar que el programa termina.

Nota: Las unica instrucciones que pueden hacer que el programa no
termine son los bucles while. Por eso, para demostrar que un programa
termina basta demostrar que todos los bucles terminan.



SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

El sistema deductivo de Hoare se basa en cinco
axiomas, que sirven como reglas de deduccion:

® Asignacion = {P(E)}(x == EXP(X)}

~{PABiS Na}  F{pA-BjS)a]

~{pJ(if B then (S,) else (S,)){a}
~{pABJ(SKp}

® Bucle ~{p}while B do (S)){p~—B]

® Composicion ~{piS. Ha) (S,)ir

- 10
- {Pi(S,38,)ir}
}

® Encadenamiento PP} HP'fSKA} Hid'—>g)

~{p}(S){a}

® Condicional




SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

Nota: A las reglas anteriores habria que anadir los axiomas propios del
dominio. En el caso de nuestro microlenguaje el dominio es la aritmetica
entera, pues el unico tipo de dato que admite son los enteros (aparte de
expresiones booleanas, que forman parte de la logica).

EJEMPLO:
(VX, X = X)
(VX(Vy(VZ,x=y > x+2=y+12)))

En la verificacion de programas se combinan dos sistemas deductivos, uno
para razonar sobre las ternas de Hoare y otro para razonar sobre el
dominio (la aritmética).



para la expresion E entonces se cumple tambien para
X después de haber asignado a la variable x el valor
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=a+1hx=0

a+1=04x:=a+1jx=0




SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

@ Nos dice que si tenemos que demostrar una terna de la forma:

{p}(if B then (S,) else (S,)){a}

@ PASO 1: Demostramos que, cuando partimos de la condicion p
y B es cierto, la ejecucion S1 garantiza la condicion 4.

tp A B(S, Jiaj

@ PASO 2: Demostramos que, cuando partimos de la condicion p
y B es falso, la ejecucion S2 también garantiza la condicion g.

P A—B}(S, ha}



SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

—PABJS Ha)  F1ipA-BJ(S )]
~{p}(if B then (S,) else (S,)){q}

Para demostrar que:
{x = 0}(if (x > 0) then (y := x) else (y := -x)){y > 0}

basta demostrar que

{x#0Ax>0}y:=x}y>0}

y que
x#0A=(x>0)}y:=-x)y >0}



SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

{p}(if B then (S,) else (S,)){a}

@ Supongamos hemos encontrado dos condiciones p1 y p2 tales

= 1p, (S, Maf 1p, /(S half

® Definimospasi: p=(B— p,)A(-=B— p,)

@ Como pAB— p, porregla el encadenamiento tenemos

1P A BJ(S; haj

@ Analogamente pA—B — p,

tp A—BJ(S, )iaf



SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

—iPABiS Rl FipA-BiS)a
~{p}(if B then (S,) else (S,)){q}

@ Como pAB—p, porregla el encadenamiento tenemos

1P AB(S, haj

@ Analogamente pA—B — P,

{p /\_'B}(Sz ){CI}
S ha) P S )1a]

~{(B—> p) A (=B > p,)}(if B then (S,) else (S,)){q]




SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

@ Def: la condicion p es una invariante para la instruccion
“while B do (S)” siy solo sise cumple

~{pABJ(SKp}

@ Esto nos permite concluir que

= {pABJ(SKp]

~{p}(while B do (S)){p}

@ Por otro lado la instruccion while solo termina cuando B

es falsa. = ———
—{pABJ(SKp]
~{p}(while B do (S)){pA—B}




SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

Queremos demostrar que:

-{x > 0}(while (x!=0) do (x == x-1) }{x =0}

Para ello, demostramos la expresion

F{x>0Ax#=0}(x:=x-1){x>0}

que indica que “x 20” es una invariante para este bucle.
Aplicando la regla del bucle, con las equivalencias p = “x = 0",
B=“x#0" y S ="x:=x-1" se obtiene que

- {x>0}while (x!=0) do (x = x-1) }x>0A—(x =0)}

de donde se deduce la expresion que queriamos demostrar.
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Tenemos que buscar una propiedad q tal que

pi(S




SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

{x=0}y:=x+1;z2.=2x*y){z = 0}

@ basta demostrar estas dos formulas
x =2 0}(y: = x+ Dy = 0}
W = 0}(z: =2+y)iz =2 0}
@ o bien estas dos
{x =2 0}(y: =x+ Diy = 1}

w21}z =2 +y)iz =2 0}



SISTEMA DEDUCTIVO DE HOARE

propiedad

P pf HpSHay Ha'—a) (p = D)

Se deducen las reglas:

-{p—>p| —1p'}(SKa}
- {pi(S){a}
~1pS)ia’} -{g' —>q

~{p}(S){a}



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

Supongamos un programa S con instrucciones S=S§ o e

tP]
Sy
:{pl} [Justificacion -1]

n

Regla de

' composicion
{p...} [dustificacion (n-1)]

n

q [Justificacion —n]

Definimos Pp=PY P, =q . Para cada eslabotr {Pis (S Kpi }



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

Puede pasar que la postcondicion de S. no coincida con la
precondicion de S ,

{J;

SI
{Oi,l} :JUStificaCién - |,1] Regla de
{oi,z} Justificacion - i,2] encadenamiento

b} [Justificacion-i, k]
S,

1+1

Para cada par de proposiciones F p;; = P; j,; se demuestra por
algun axioma del dominio o por alguna propiedad de la logica de
predicados.



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

EJEMPLO:  F {TH(x:=2;y;=3*x+1)ly =7}

{2 2} [VX, ¥ — X] Sistema deductivo de la aritmética
X =2

X = } :Regla de aSig naCién] Sistema deductivo de Hoare
{3X e 7} :3 *2+1= 7] Sistema deductivo de la aritmética
y=3*X+1

{y — 7} [Regla de asignaci(')n] Sistema deductivo de Hoare



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

La regla de la asignacion puede expresarse asi:
(P(E)}

X=E

{P(X)} [Regla de asignacion]

E[EMPLO: F {T{x:=2;y;=3*x+1){y=7}

1y

=







VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

E[EMPLO: + {T}(x:=2;y;=3*x+1){y =7}

U

{3%2+1=7] 2]

X =2

Bxx+1=7} [Regla de asignacion |
y=3*x+1

=1} [Regla de asignacion |



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

E[EMPLO: + {T}(x:=2;y;=3*x+1){y =7}

T} — > |F T—>3*2+1=7
B3%2+1=7} | Aritmética de numeros enteros|

X =2

17! [Regla de asignacion |

y=3*x+1

=7} [Regla de asignacion ]



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

{(B = pl)/\(_'B — pz)}

If B then
( Aplicamos la regla del

{ Py } condicional modificada

Sl
{q} Justificacion -1
) else (

{p.}
SZ
q} [Justificacion - 2]

\
)
qj



VERIFICACION PARCIAL DE

PROGRAMAS
EJEMPLO:  {x = 0f(if (x > 0) then (y := X) else (y := -x)){y > 0}

{x =0}

7} ]

If (x> 0) then (

1P, ?)

Yy =X

y>0}  [?]

) else (

1P, ?)

Y i=-X

y>0) [



VERIFICACION PARCIAL DE

PROGRAMAS
EJEMPLO:  {x = 0f(if (x > 0) then (y := X) else (y := -x)){y > 0}
{x 0}
6 ]
If (x> 0) then (
{x>0}
Yy =X
{y>0}  |Regladeasignacion]
) else (
{(-x) >0}
Y i=-X

{y>0}) [Regladeasignacion]

0 =



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

EJEMPLO:  {x=O0(if (x >0) then (y =) else (y :=-x)){y >0}

fx 0} (B p)A(-B > p,)

{(x>0—> x>0)A(=(x>0) > (—x) >0} k
If (x> 0) then (

x>0}

V=X

{y>0}  |Regladeasignacion]

) else (

{(-x) >0}

V= -X

ly>0)) |Reglade asignacion]

y>0f  [?]



VERIFICACION PARCIAL DE

PROGRAMAS
EJEMPLO:  {x=O0(if (x >0) then (y =) else (y :=-x)){y >0}
{x 0} X£0—>(X>0—>x>0)A(=(Xx>0) > (-=x)>0)
{(x>0—> x>0)A(=(x>0) = (—x) >0} 2]
If (x> 0) then (
x>0}
Yy =X
{y>0}  |Regladeasignacion]
) else (
{(-x) >0}
Yy =-X

ly>0))  |Reglade asignacion
{y >0} Regla de asignacion




VERIFICACION PARCIAL DE

PROGRAMAS
Cuando nos encontramos con: {9}
while B do (S)

o} 2]

Tenemos que encontrar una invariante que nos permite escribir:

{d;

while B do (

\p A Bj
S

p} [Justificacion (de que p es una invariante)]

\

)

{p A—B} Regla del bucle]
{q} pA—B—q]




VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

Para ello la invariante p debe satisfacer:

= E {p A B}(S){p} (es la definicion de invariante)

2.  PA—=B — q para poder obtener la postcondicion del bucle

3. Hace falta que p pueda deducirse a partir de la postcondicion
de la instruccion anterior al bucle.



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

EJEMPLO (factl)

fact:=1;

——

while (1= x) do (
1:=1+1;
fact :=fact*1;

)

Buscamos una invariante p que cumpla:

= | # X¢(1 :=1+1;fact :=fact*I; —
i f )] Especificacion

= pA—(l #X)— fact = X! {x = 0}(S){fact = x'}



° Tratamiento de los bucles

iteracion

Es una invariante?

X
6
6
6
6
6
6
6

= RN S T R —1

e e e |




VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

EJEMPLO (fact1)

Aplicando 2 veces la regla de asignacion nos queda:

{ fact = ilAi = x| |

{fact = il} [pAg—> p] fact =1
ffact*(i+1)!= (i+)! [Vva,(a+1)!=(a+1)*al] *
il Es una invariante
{ fact*i =il [Regla de asignacion |

fact .= fact™I;

{ fact = i!} [Regla de asignacion]



VERIFICACION PARCIAL DE
PROGRAMAS

EJEMPLO (factil)

{x =0}
{1=0!}
fact =1,

{ fact = 0l
E=0;

{ fact =il

| Axioma (def. factorial) |
[Regla de asignacion]

[Regla de asignacion]

while (i'=x) do (
{ fact = ilAi # X}
{fact = i!} [pAg— p]
{fact*(i+1)!=(i+1)!} [va,(a+1)!=(a+1)*all
I =1+1;
{fact*i =i} [Regla de asignacion |
fact .= fact*I;
{fact = il} [Regla de asignacion |

)
{
{
{

fact =ila—(i = )} [Regla del bucle]
fact = ilai = x} [Va,vb,a#b < —(a=b)]
fact = xI} [Regla de sustitucion (prop. de la l6gica)]



VERIFICACION TOTAL DE PROGRAMAS

Para la correccion total es necesario sustituir la regla de bucle anterior:

- {p A B /\@Z O/\@z a}(S){p /\@2 O/\@< a}

~ {pAE=0jwhile B do (S)){p Ar—B}

La expresion £'se denomina variante.

Atencion:

° ° . o« 7 == 'I
v El invariante es una proposicion p , fact =1!
v El variante es una expresion numérica £ > X—|

Tanto p como Ehacen referencia al valor de variables del programa.



VERIFICACION TOTAL DE PROGRAMAS

EJEMPLO (fact1)

acti =1 Dy — foct-i

——

while (1= x) do (
1:=1+1;
fact :=fact*1;

)

Aunque todavia no hemos encontrado Z, sabemos que se cumple:

- {pABAE>=0AE=2a}S){p}

~ {fact=ilni # X AE >0A E =a(i :==i+1;fact .= fact *i){ fact = i!}



VERIFICACION TOTAL DE PROGRAMAS

EJEMPLO (fact1)

ot =1, E— -

——=¢

while (i1'=Xx) do (
1:=1+1;
fact .= fact *i

)

Debemos buscar una expresion I/ que cumpla:

~{pABAE>0AE=a}(SHE>0AE<a}

Flizxax—i20Ax—i=ali=i+1;fact:=fact*i{x—i>0Ax—i<a|
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